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Darstellung binärer Formen auf den 
Normeurven. 


Die von Clebsch gegebene „Theorie der binären algebraischen 
Formen, Leipzig 1872“ und eine bereits früher von Clebsch und 
Gordan im Jahre 1867 in den Annali di matematica (1. Bd. 2. Serie) 
erschienene ‚Abhandlung bilden die Grundlage der folgenden Unter- 
suchungen. 


Pag. 205 und 415 ff. seiner Theorie giebt Clebsch die aus einem 
beliebigen System binärer quadratischer Formen folgenden Invarianten- 
Bildungen und die unter letzteren bestehenden Relationen. 


Anknüpfend an obige Entwicklungen hat Herr Prof. Lindemann 
in einem Aufsatze im 5ten und 6ten Bande des Bulletin de la So- 
ciete mathematique de France 1877/78 unter dem Titel „Sur une 
representation g&ometrique des covariants des formes binaires“ ge- 
zeigt, dass binäre Formen, ihre Polaren und Covarianten geometrisch 
dargestellt werden durch Punkte auf einem (Norm)!) Kegelschnitte, 
dessen Punktcoordinaten sind: 
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1) Den Ausdruck „Normceurve‘* gebraucht zuerst Hr. Meyer. Der Titel 
seines Buches, auf das hier und an verschiedenen andern Stellen dieser Ab- 
handlung Bezug genommen wird, lautet: 


„Apolarität und rationale Curven, eine systematische Voruntersuchung zu 
einer allg. Theorie der linearen Räume.“ Tübingen 1883, 


N 
Dadurch gab Herr Lindemann eine algebraische allgemeine Grund- 


lage für das von Hesse!) und Burnside in einzelnen Fällen schon 
benutzte Uebertragungsprincip. 


Eine spätere Abhandlung des Herrn Lindemann?) führt die ana- 
logen Invarianten-Bildungen für ein beliebiges System binärer cubischer 
Formen aus und zeigt, dass binäre Formen und ihre Covarianten 
darstellbar sind durch Punkte auf der cubischen Raum- (Norm) Curve. 
Die hier durch symbolische Rechnung gewonnenen Formeln haben 
vor den von den Herren Sturm), Meyer 1. c. und Schlesinger *) aus 
sogenannten cavonischen Formen hergeleiteten Resultaten den Vorzug, 
dass sie die entsprechenden Verallgemeinerungen auf mehr Dimen- 
sionen sofort übersehen lassen. 


Auch die von Herrn d’Ovidio ?) auf symbolische Bezeichnung 
sich stützenden Betrachtungen haben nicht immer den Character 
voller Allgemeinheit. 


Im ersten Teile der vorliegenden Abhandlung habe ich ent- 
sprechende Invarianten-Bildungen eines Systems binärer Formen 
nter Ordnung, im speciellen n—+-1 binärer Formen aufgestellt und, 
soweit es die Uebersichtlichkeit der Formeln gestattet, die wichtig- _ 
sten Relationen zwischen diesen Bildungen abgeleitet. Dabei habe 
ich, wo es practisch erschien, sofort die 'allgemeinste Ableitung vor- 
gezogen, so dass sich die meisten der von den Hrn. Lindemann und 
d’Ovidio ausführlich für n = 3 gegebenen Relationen durch einsetzen 
des Wertes n=3 ergeben. 


Im zweiten Teile ist näher betrachtet die durch n+1 binäre 
Formen „ter Ordnung in Folge von Parameterdarstellung gebildete 
Curve „ter Ordnung im »dimensionalen Raume. Die von Clebsch 
und Grassmann zuerst gegebene Einführung der dualistisch sich ent- 
sprechenden Raumelemente im Raume von n Dimensionen liefert hier 
eine Anwendung. Alsdann sind noch Gleichungen der von den ver- 
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schiedenen Raumelementen gebildeten Flächen, auf denen die Norm- 
curve liegt, aufgestellt. 


Der dritte Teil endlich führt aus, wie die binäre Form (m--1) 
(a— m) pter Ordnung und ihre Polaren für m <n durch (m--1) 
(n—m) p Punkte direct auf der Normceurve nter Ordnung dargestellt 
werden kann. Die Punkte findet man durch bestimmte an die Curve 
gelegte Schmiegungsräume. 


Die für den speciellen Wert n = 3 aus diesen Betrachtungen 
sich ergebenden Sätze sind grösstenteils ausführlich in den von den 
Hrn. Lindemann, Meyer, d’Ovidio, Schlesinger und Sturm erwähnten 
Abhandlungen erörtert. 
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Einfachste simultane Invarianten und Covarianten eines beliebigen Systems 
binärer Formen nter Ordnung und Relationen zwischen denselben. 


Ss 1. 
Ein System von beliebig vielen binären Formen nter Ordnung: 
= a, 
Br 
(W) im = hy" 
In =1 E 
Be 7, 
wo r >n ist, führt uns zunächst a die folgenden Bildungen: 
für n = 2V | 
1) u Invarianten Dix, deren Typus ist 
D,, = (aa')"r; Dis = (ab)* = Ds, 
(2) oder fürn = 2v+1 
Er) m ee Invarianten Dix, 
a da Dy = — Dr, s0 ist Di = 0. 
2, Functionaldeterminanten vom Typus 


]*# 


TE. 


(3) | Rya — (ab) a! ben, 
(r—1)(r —2 h 
3) Ss 1 nz Covarianten von der Form 
(4) Rıss = (ab)(ac)(be) a De Ban en 


r(r —1)(r —2)...(r—n-+1) 
” 1.22 
Covarianten gebildet nach dem Typus: 


(n+-1) Rı2..n = (ab)...(ak)(be) ...(bk).. (ik) a 
und 


de !rkz 


r(r —1)...(r—n) { 
n--1) Ray Invarianten, deren Tyausz 


(n--2) 4123..n+1 = (ab)... (ak)(al)(be)..(dl)... (el)(kl). 


Die Bildungen 2) bis (na-+-1) lassen sich auch in Determinanten- 
form schreiben; so ist z. B. 


2 Bir &,2 
Rıg = | a1ay bibg— 815 an? DR, 
Q3° 5, 03 Ian 
el | 
® Ryss = | 142 5,83 C1Ca Fe 
Ag? be? cc? i k . 
8 
BE A7Qg bi?bg Cı7ca Ea°kı an-3p.n—3 00-8 
a1a9” bybg” e16a”—&ası” i 2 5 
Rn Pr a &3 
allgemein: 
ar b,r1 in—l ya | 
4" 7a br Ab, Late rag | 
Rı2..n = : 5 f ; & Gebr. == 27: 
| 44"? babar gr 2 Kekor ? 
Gr br in—1 kon 
| a, br f kn (—1)r 8,” 
01% las br 1b, a kr iks ( — 1)" 1 z E,n—1 
4, Ar b; ban—i x kı kan en 6 Pia 
Agr bg" : kegr er 


und 


ar b, . kn 1, 

a ae ER Kr rl nel, 
I12..n+1) = 
a sr Feet ni 


a5” by" N kigt lg" 


8.2. 


Zwischen den soeben abgeleiteten Grössen R und 4 bestehen 
auf Grund gewisser Identitäten folgende Relationen.!) 
Die Identität: ara 
ayayı7! aya 1 a 
bb, bb 1 bg ze 


C cr—l C9C n—l er 
3E Me SG 


Ä *(r — 1)(r —2 ® 

giebt > Relationen von der Form: 

(1a) JıRas — fa Rıs +3 Ri =. 
Die Identität: 

ara"? Ajaga 7° ayra 7? a" 


bb? bubab "7? baöb nr? br 


0 &46a0 92 OT? cf ut 
| dird7? Add r—® dyta 7? dr 
-(r— 1)(r —2)(r —3 
führt zu den " \ Lem = Formeln: 
(2.) fı Rosa — fa Rısat Fa Pysı —fa Riss — N. 
Auf gleiche Weise folgen: 
(r — 1)(r —2)(r —3)(r —4 . 
Be , al N Gleichungen 
Di 
(3u) fj Rays — fa Rısas TF3 yaıs — fa Rıass+ fs Rızzı = 0 


u. s. f. bis zu 
r(r—1)...(r—n—]) 


(n +2)! 
(na) Fıdası.in+2) — PrNı3e.n+2) +... ("tl /nr2dıa.nr) — 0. 


Relationen 


1) Vergl. für n—3 Lindemann ]. c. $ U und S III 


Die Identität: 


n—l n—1l 
od, 


| (ab) aid ba 
De geil Ra, 


| (ad) ap-1an-1 d.dp-1 dyd,e-1 


liefert die ldikelie ERF Ne) Relationen 
(l») Rıg Ra — Rs Ry+ Ruf —0. 


Ferner aus: 


(ab) a +18 P-1 be? bubab"? brb=? 


3 
( ) & & LTE 1727 £ 2 7E 


(ad) apTiaz! dd? dydgd #=2 dy2d,n—2 =0 
(ae) a," a ee, ? E06," ? egre 2 
ee | 
folgen ee Gleichungen von der Art: 


r—])..wd) 


= andere Gleichungen: 
5! 


und ähnlich $ 


(3) Big Ras — Rız Reise + Rıs Rasse — Rıs Rasse + Rıc Rasıs — 0 


r(r—1)...(r—n) 
n! 


u. s. f. bis Gleichungen: 


(n—-2%) Bı2 Rsss..(n+1) — Rıs R2s5..(n+1) . .. (— 1)" 1 Rım+1), Ras..n = 0. 


Die letztern Formeln bleiben bestehen, wenn ich eine Zahl durch 
die bereits vorhergehende ersetze und also: 


r (r —1)(r —2)(r — 3) 


IRRE Gleichungen von der Gestalt: 

(21) Rıa Rıs4 A Rs Rs + Rı4 Rs —=0 

—]1)..(r— 
ferner: r(r—1)..(r—4) 

4! 
(3%) Rıg Rısıs — Rıs Rıass + Rıs Rızss — Rıs Rızsı = 0 
r(r—1)...(r*—n-4-1) 

u. 8. f. Gm 


{n—2)) Rı2Rısı..n — Rıs Rı2a...n-+ ... (—1)* Rn Rı2...(n-ı) = 0. 


a 


Es verschwindet auch identisch die Determinante: 


(ab)(ac)(be) Pe Te Foia ren? C10g0 97? 0,079 
(ab)(ad)(bd) a ak, q Er d, ’an —2 d,d,d dan 

ara ta des ürh u 
(ab)(ae) (be) a 2b der 2 ee 2 erege "=? e92e,7—2 


(ab)(af)(bf) a2 Pan fat? A: 
r(r—1)...(r—5) 


also bestehen die Peer reınm on Gleichungen: 

(le) Rı93 Riss — Rıgı Rasse + Rıas Rgıs — Rıas Ragaz = 0 
aan. .  r(r—1)...(r —6) 

ähnlich folgen die SIR 


(2e) Ras R 567 wu Ri9a Raser ar Rss Rz 67 — Rss Rzjs6 er Ra Rz 456 —= 0 


u. 8. f. Aus den letzten Gleichungen gehen nun dadurch, dass ich 


einen Buchstaben durch einen vorhergehenden ersetze, neue Relatio- 
nen hervor: 


r(r—1)...(r —4) 


31 von der Form: 
(le) Rıas Ras — RıguRıss + Rızs Rısa = (0 
—1)...(r —5 
ferner nz von der Form: 


(2e) Rss R 456 zT Ry94 Ryss6 tr Rı95 Rss Fit Rıss R 345 = 0 
r(r—1)..(r—4) 
Ss 
(2«) Rı9s Rı245 Rı94 Rıs35 um Ryss R 1934 =(. 


Das Bildungsgesetz dieser Relationen ist so klar, dass ich davon 
abstehe weitere Formeln aufzustellen. 


und von der Form: 


83. 
Es bestehen die Identitäten: 
Gay"! aan"! Agayt 1 


b Dur br! body! 


2 sap 


(&n) ng N 


| b20 7? b20,"? bb gön®? b320 72 


&n)? Ng” — NıNa 17 


dh rn 

ara" 8 aa, 3 417094, ° ae Ay’ay =? 

b2?,978 a bu2bgb,r3 b,5g2b,% 3 b53 a 

= Dan ur vi 
een" 3 04 or 3 else 3 C1C9°Cn? 3 698 Gm 13 Ju) 

de’dye 8 Aern dy?dgd,r3 dydg’dyt 3 ddr 3 


(8m)? Ng° N Ne mE 


u. s. f. Hieraus folgen nach einander die Gleichungen: 
(1) ara br —bebn" "Tan len.) 
(2) aa Rs) be’ Rz) +0gcn"®Ris(n) = ($n)’R195(n) 
8) Ra) BE Rn) oo" R 4 M) —ABd"—3Ry55(1) 
a (En)® Riss) 
4) AR) TR sm) eg RR 154507) 
2 dd AR 9557) Fee" Ryosıln) = EtRiası5[n)- 


Uns 
also für n = 2 


aranfeln)—bebnf(n) —= (&n)Rys(n) 
JS) Res) —fe&)Rıs(m)-HF3(E) Rıs(n) — (En)?4425(7) 


urn 3 
A) ara fan) bey fun) = (Em)Rram 
(2)' aa Rozln)—berbnR sm) +ezenRis(n) nn. (En)?Ries;(7) 
I AR) Rısl HF) Rs) FE) Rızsln) = (En)’Iyazı 
für n = 4 
D’ ara) fn) = En)Rıslı) 
2)” ar"ay" Rgz(n)—be’bn" Rys()+eg*en" Ran) —= (En)’Rıas(n) 
(3)" aa Ras) —bebn Br 5m) Feen Risılm) dd Ron) 
| — (Em)? Rya34(n) 
(4 AR) FE) Riss) 758) Rızss( m) —Ta(S)-Rızs5(n) 
45) Ryzsıln) = (En)'Aiasas- 
Ich will hier zugleich erwähnen, dass alle Ausdrücke von der Form: 
ara" URoz(n)—beby" TUR 3m) +egen" 1Ryo(n) 

(5) aan" Rg54(7) ben" Rz) Frege" "Rial)— de?" ER 55m) 
aa" Rozuln)— bpb URı 34m) open" Rrsaln) de" Rıss(7) 
und weitere ähnliche gleich Null sind, was durch: Polarenbildung an 
den Ausdrücken (1)(2)(3) dieses Paragraphen oder direct durch _ 


das identische Verschwinden gewisser Determinanten bewiesen wer- 
den kann. 


a 


S.4. 


Die Gleichungen $ 3 (1)(2)(8) u. s. f. geben uns neue, wenn wir 
in folgender Weise verfahren. In (2) setze ich auf der linken Seite 
für Rgs(n), Rız(n) und R,s(n) die Werte aus (1) und gelange dann zu: 
(1). Fılmlbe)bgogbyr "Pe" ?—F2(n)(ac)agega" "Fon"? 

sn) (ab)agbzay" "®b," 7? — ($n)’Rias(n). 

In (3) die Werte von (2) eingesetzt führt zu der Gleichung: 
(2) Rya(la)(ed)ezdFe "Far P—Rz3(m(ba)bzrdzrb" Pan"? 

+ Ryan) tbe)bz?eg’bn" Bo ®+-Ra3(n)(ad)ar’dz’ Ay ddr 3 
— Rya(n)lao)agrertan" Fer" PHRza(n)lab)ag’beran" on"? 
— (En)’Rıasa(N)- 

In die eben erhaltene Gleichung setze ich die Werte von $ 3 
(1) ein. Es wird dann der Coefficient von d,": 

dnazbeczat 3b" Fan—® [(ab)agbzcn"— (ac)agegbn"+-(be)bgezan?] 
oder nach $3 frn=2 

dıy"(ab)(ac) (be)agbzera," "Pb," Fon" T®($ n)? 
so dass wir nach der Division durch (&n)? zu folgender Gleichung 
gelangen: 
(3) Film) (be) (dd)Led)bgegdeb," Fe" Pc? 
— fs(n)(ac)(ad)(ed)agerdzan” "Font Pd"? 
+f,(n)(ab) (ad)(bd)agbedea” I a 
— f(m)(ab \(ac) (be)agbzeza" "by" Fey"? >= (en Riss) 
Weitere Gleichungen dieser Art sind: 
(4) RR, ss) Lde)dPerrd" ten" u Rrsal n)lee)edegen" ta" —* 
+ Rıs;(n)(ed)e#dzen" ddr I -R,5,(m)(de)brrer?dn" —4e,n—4 
—R,3;(N) (ba)berdr?b ri t— Rasa) (ae)apredan""*er" + 
HR 45m) (be)bePbn" te" +-Rozs(n)(ad)apPaayr tar 
— Rag5(n)(ac)afeda" "ten" Ray;(m)lab)ag?b an" "ton" =" 


— (&n)°Ry9345(N) 
meer: ı. 


Für n = 3 giebt uns die zweite Gleichung: 


(2) RR OR m) Ra O+Rım)Ra()-+-Resn) Eu) 
— ReM)RısE)+ Ram) Ri) = (En)'dıasa- 


A. a 
Für n = 4 folgt aus der vierten Gleichung: 


(4)" Rıs(&) Rz45(N) — Rs) Rey) HR CO Ress(n) Tas(E) Rıss(n) 
—R,5(&) Rasa) —Raa(&) Rızs( mM) + Rzal&) Rıss( N) + Res(E)Rızı(n) 
— Rzs(&) Ra) Rs OÖ Rıs5(N) = (&7)° A19345- 


Die übrigen Gleichungen dagegen würden für specielle Werte 
von n zu wesentlich neuen nicht führen. 


S5. 
Zwischen den Grössen: 


R:(8), Ri) u. s. f. 
Rigs(&), Riss u. 8. f. 
u. S. f. bestehen lineare Gleichungen. 


Für den Fall n=3 ist eine Gleichung vorhanden, die bereits 
von den Hrn. Prof. Lindemann |. c. pg. 25 und d’Ovidio l.c. pg. 66 
angeführt ist. Ich will um die allgemeine Ableitung anzudeuten noch 
einmal die Formel für n=3 ableiten, und dann die analog sich er- 
gebenden Resultate für n = 4 und n —=5 hinschreiben. 


Der Kürze wegen schreibe ich: 
Ri95(7) = 078 
und dementsprechend also: 
Ras) = an; Rısıln) = Bu; Kısıln) = Ya} 
Es lautet dann die Gleichung $ 3 (2)’ 
artan Ran) —be?bn Rn) + ce*cn R,;(n) = Em’Or?. 
Durch Polarenbildung nach n geht daraus hervor: 
ar’a, Rzs(n) —br?6,.Rys(n)-tez?e, Raen)+ 
+ 2a,bnCy Laz?(be) (öne,tenb I br*(ac)(ayc,+-a ‚n)+er?(ab)(anb,ta,dr)] 
— 3(&n)20,28, +2MEm)(EO0R3. 


Die eckige Klammer repräsentirt den Wert 2(£n)(&8)(ad)(ae)(be), 
also folgt die einfachere Gleichung: 


ara Rzz,(n)—br?b,-Rıs(m)+og’e-Rıs(n) — En)’6,r6,—2En)(E) In”. 


Durch einsetzen der Symbole d für £ und durch Multiplication mit 
d; kommen wir zu der. Relation: 


u ek 


(ad)* a.d; Ryz,(m)— (ba)? b.d: R,s(n)+(ed)?e, ‚de RelH) = 
2 Sdgedy?ön 20 „20? dednd,- 
Die Vertauschung der Sy mbole a, 2, c, d giebt noch folgende 
drei Gleichungen: 
— (ac)? a,cz Rz,(m) + (Be)? b,e; R,,(m)—(edV? er, R(n) = 
= — Bogen” Yu" I. + 277° SEemeT 
(ab)? a „De Rsılm)— (be)? bee, Rd Ha: 22a, R,s(n) 
Be: (ab)* azb, Ry,(m)+-(ae)*az Or Bulm-lad)ar d. Ras(n) 
= — 3a; Ay”an7a,-t-2ayaz 9 0,. 
Addieren wir dieses System von vier Gleichungen , so ist rechts 
die Summe Null. Wir können durch ($£) noch dividieren und er- 
halten: 
(1)‘ Dis Rzıln) — Dis Raum) + Dis Res(n) + Das Run) 
— Day Ris(m)-H Da Ran) = ®. 
Für die biquadratischen Formen würden wir folgendes System 
von fünf Gleichungen bekommen: 
(ae)?a eg Ras,() —(be)?d,eeR1317)+-(ce)?e,@ Ri) —(de)’d eeRas(n) 
eu den’e; a &n* 
—(ad)?a,deRoz,(m)+ (ba)? AeR 13507) —(ed)°e,deRig5(n)— (de)dze Riss") 
= AdyPdzdy"0 2 3de dnrd,Ön* 
(ac)°a,ceRy45(7) - (Be)d.ceR 5 (m)—(ed)?ezdRis5(m)+(ce)?ege-Ris1(7) 
u N &oyPcg Yadyyt 936g Cn”0, m“ 
— (ab)?a,b;Rz45(n) —(be)’bze.Rıssn)+lba)?dzd, Re N 
— (ab)8apb, Raas(m)+-(ac)’age, Ry,a(n)— (ad)?ard, Kusln)beoNae, Ra) 
en darPar >e,-+-3a; a‘ *a,0y* ° 
Nach der Addition wird die rechte Seite wieder Null und wir 
haben die Gleichung: 
(2)"  (ab)%azb,-ta be) Ryaslm)—(ae)%ag c,+a,cg) Rzas(ı) 
+-(ad)*(a; d,+a,d;) Rgzs(n) —(ae)HKage.ta,er) Rozı(n) 
—+(be)?(bge, tb.) Rss) —(ba)’d;d,.+dz b,)Rıs5(n) 
—+(be)?(b£ e, +5,02) Rızslm)+(ed)*erd,te,d}) Rn”) 
—(ce)?(oge,t+6,e)Risslm)+(de)?(dze +48) Rızs(n) — 0. 


— 12 — 


wobei & und & beliebige Grössen und also auch gleich sein können, 
so dass wir also für n = 4 drei solche linearen Gleichungen haben, 
deren erste Glieder lauten: 


1137 (ab)°azbz Ryg5(7) — (ac)*aro; Rus) --- N) 
(2)” (ab)*(az b, 4 a,.b;) Rs4;(n) — (ae)*(az c.ra, cr) Ras)... =0: 
(ans (ab)°a,b, R;,5(n)— (ac)’a,o, BEN —=(. 


wenn &, &, &, & beliebige Grössen bezeichnen. 


Entsprechend giebt es drei ‚lineare Gleichungen für die Rx (n). 
Ich will nur die ersten Glieder, ohne die Rechnung auszuführen, 
hinschreiben und die Abkürzung gebrauchen: 


Rz34;(n) = Gy"; Rs) = Pa%; R,25(9) = Im“. .. It1234() — En”. 


Die drei Gleichungen beginnen: 


1” (oB)ag Be Bis) — (ayPagyg Rz) +... Sa 
(5)" (aB)’ag B,+ “,ß;) Rio) — (ay)lagy, ty) Rıslm) +... — 0 
("7 (aBPB, Rs) —eyda,y, Rs)... ee 


Bei n=5 würden gleichfalls lineare Gleichungen bestehen für 
die Rj5(n) resp. Rys,ı(7), und gleichfalls für «ie Bildungen Rjss(n). 


Die ersten Gleichungen würden beginnen: 


1)” (ab)daz?be* Rz m) -t... SH. an 
(23% (ab)?a; br (az ne a,b) Rsg56(9) + Be —= ( 
(D)% (ab? Ryg ++. Fe 
(4)"” (ab)? ab, (az b. -H a.d;) Ry3455(7) 4 ... = 
5)" (ab)%a?b> Rzye(m) t... gi; 


Die Bildungsweise dieser Gleichungen ist somit nach der firrn=3 
und n = 4 gegebenen Methode für jede Dimension zu übersehen. 
Die Goefficienten der Gleichungen für die Bildungen R,s3(7) sind be- 
reits sehr cumpliciert. Sie aufzustellen will ich unterlassen, zumal 
die Eigenschaften dieser Gleichungen später noch studiert werden soll. 


"Ss 6. 


_ Die von Herrn Prof. Lindemann unter $II für n = 3 gegebenen 
Formeln, soweit ich sie nicht bereits berührt habe, lassen sich 
grösstenteils direct für höhere Dimensionen hinschreiben. Ihre Ab- 
leitung gelingt auf verschiedene Weise, so dass ich mich bei einigen 
nur auf die Resultate beschränken darf. Es war daselbst fürn =3: 


ER LE 


Di; Die Di An) 
3\(? De; Ds Dar Fan) 

as) Gl )r Rah; ! 
BD, Data 

Fl) FD) Ad (En) z 


wo (.) den %ten Binomialcoefficienten bedeute. Es folgte weiter: 


| Dis Dis Pır Dıs 

N , | Des Dos Dar Des 
(2) ©) re. | Bun ıD 

ı Dass Ysı Is Pas 

| Dis Dis Dar Dis 


Di; Das Dis Dis F5(8) | 
Dis Das Das Dis Fr) 
G%F Da.Da Da Da Ar) | =. 
Dis Days Das Dis Fs(8) 
Fo) Fa) Fam) fan) (nd)? 


Der unter $ II (17) gegebene Satz würde allgemein lauten für 
r >n, wenn rn = 2v resp. n—=2v-+1. 


rs 2 —1) 
TB. En 
R+D@ar—n) s (rn + 1)(2r—n —2) 


Von den Formen Dix des $ 1 sind nur 


13 resp. 13 völlig unabhängig von ein- 
ander ; Se ar . Eh resp. er mn en se ee) Invarianten Dik 
lassen sich durch ee 20) resp. rational 
ausdrücken. 

SHT: 


Es sei mir gestattet für n = 3 noch einige Formeln aufzustellen. 
. Wir setzen in der Gleichung $ 3 (3)‘ für n das Symbol e und er- 
halten dann: 


Ay Asa tg dras dern: = — er’ Arosa 
Ebenso: 
ad 2390 be? I 1340 +04 1246 —dy?4 126 er], 2A 1234 
a4 os DA 1317 r05°4 1247 —d4 1 92° A194 
UM aA —br A zischeg? Ares de Ara: = — he Arosa 


aRgzaln)— br’ Razalm) tes Rı2a9) —dR 950) = — (ME) Arasa- 


I 


Daraus also die Determinante: 


Agsas Ars Ares Ares F5(E) 
Ayzıs Is Fra Fı2s5 Fl) 
(2) Ay Is Saar JSıası (2) 
Agsız LSıza3 Lı2as Jıass Fs($) 
Razı(n) Riss(n) Rıga(n) Riss(n) (nd? 


| 
= 


Das System von vier Gleichungen: 


Fon) Aısı — Fer) Azası Hm) Ssorı —Fsn) Ssorı = an’ Izors 
Fs(n) Agıse — Foln) Asısa + Frln) Ssose — Fer) Assız = bu? Asors 
Fon) Sgıss —Foln) AsısstFfrn) Asos —Fsln) Ssorz = n?Isors 
FM) Agısa —Feln) Isısa tfrn) Isosa — FR) Isora = An? Izors 


multipliciert der Reihe nach mit: 


R934(9);5 — Rs); Rızıl$); — Kıas(ö) 
und addiert giebt die obere Determinantengleichung in anderer Form: 
(3) Fl) Raza(&) Agısı +: - = (MS) Aıasa Ssors- 


Vergleichen wir diese Gleichung mit (2)'" und bezeichnen mit 
u einen Zahlenfactor, so erhalten wir die Identitäten 


Agzys Lısas Sı2ı5 Sı235 
A 5 Aozas Sısas Sı2ı Fı236 
(4) 1234 Fsorg — U 4 4 2 4 

2347 Fı347 Fı247 1237 


Agzag A348 A1943 d, 2383 
und 


Asas Aı2as Lı2s6 | 
3 2 
(5) 4A 1234 Ayısı = u | Isa Sıaar Jı837 | 


I 1348 A 1948 4 1933 | s 


Den Wert für den Factor u erkennt man durch einführen spe- 
cieller Werte in die Gleichungen. « ist hier gleich der Einheit: 


Folgendes System: 


Assrı Rg54(n) “zZ A zp72 R134(n) + Ayer3 R194(7) = Az674 R, 93(7) 
— Ren) A 1234 
4Ig9xı R2za(n) — Ss9r2 Rızı(n) + Ls9x3 Rı2a(n) — Agyxs Rı2z(n) 
(6)’ = R394(n) I1934 


Sa 


(6)” Azunı Razi(n) — Srur2 Rısa(n) + runs Rı2a(7) — Aruvs Rıaz(n) 
— Rju(n) 41234 
Agarı Rz) — Agor2 Rızaln) + Sgoı3 Rıza(n) — Soors.Rı2s(n) 
| —= Roor(n) A1234 
fı(&) Razı(7) — F2($) Rı34(n) -+73(9) Ry24(7) —fa(8) Rıas(7) 
— (mE) Ayaza 
liefert die Determinante: 


Azarı Isore Ssor3 Ssora Rssı(n) 
Asgyı Isyr2 A923 As924 Rsyx(n) 
(7) Irur Irur2 A7ur3 Irurs R}ur(n) =. 
Aoorl Joc12 Ao0r3 A 0014 Rooı(n) 
HE) Kld) AD SH (n8)° 


Diese Gleichung erhalten wir auch auf anderm Wege. Es ist 
nämlich: 


° 
(8) Rse7(7) 189%, ur,00r,234 - - RR892(n) I567,Aun,007,234 
+ Riun(n) 1567,89x,007,234 — Rgor(N) 4567,89x,Auv,234 
— Rası(n) 1567,89x,Aun,oor. 


Vier ähnliche Gleichungen wie diese geben uns die Relation, 
deren erstes Glied ist: 


(9)' Rzsr(n) fı(8) A89x,Aur,00r,234 + I (5)? 4567,89x,Auv,oor 41234. » 
So dass wir die Identitäten erhalten: 


Azerı Izora Asgız Isora 
Asgzı Asgx2 Is9x3 I89r2 
Irurı Aruv2 Arurs Arm 
Agorl Agor2 Aoarz Agors 


(10)°  4567,89x,1u»,00r 1234 = u‘ 


l 


Ferner: 
Asyz2 As9x3 A89x4 


| 
| 
Aruv2 Arun3 Iruva 


.(11)’  As9x,3u0,00r,234 = w' 


Aoor2 Agor3 Aoort 


Für specielle Werte gehen diese Gleichungen über in: 


Dis Das Da; Da; 
Dis Das Das Das 
Di Dar Dar Dar | 
Dis Days Das Das |; 


’ 
N 1234 Ass = U 


SE 


| D5g Ds; Ds4 
13,6,7,934 = W | Dog Des Dea 


i Dig Dis Daa |, 
e Fl 3\/e 
Formeln, die uns bereits bekannt sind; es ist PH = ” >) 
8. 


Wir betrachten die Invariante der beiden Formen: 
mg“ == 1a0) ar* br” und nz" — (ed) ex? de? 
von der Bildung J = (mn). Es ist 
J = (ab)(an)?(bn)? 
ang®n, = 2 (ed)(ez dt 0,42) ode 
Öng*n,? —= (cd) K d. + 6, de)? 20; de .d.] 
— (ed)’(Ep)? +6 (cd) 02. de 0.d, 


J = t(ab)?(cd)? + (ab)(ac)(ad)(be)(bd)(cd) 
(1), J=4#D» Dza+ I1334- 


Setze ich in der Gleichung: 
R19(5) Ran) — Rız(5) Realm) + Rya(8) Ras(7) + Ras(8) Rıaln) 
Ag. R34(8) Rs) R3a($) Rn) = (&n)* JI1234 


für „ das Symbol von (ef) er fe ein, so folgt: 


Iz456 R,9(8) Fr Agas6 R,5(8) ne Aygse R,a(8) Sr I ass R33(8) 
Er — LI 1356 Real Ss Ra) 
+4 Dis [D34 R1:(8) SFT] Da R,5(8) =: Dag R,4(8) e— Dia Ryz (£) — Dy4Rg4(8) 
\ 2 Dia R34(@)] | R3s(8) J 1234- 
Die Klammergrösse verschwindet, also haben wir: 


(2) Aggss Rız(E) — Sasse Rıs(&) + Sasse Rıs(E) + 1a55 Res (8) 
— Ars; Ros(H) + Sr256 Rasa) = Rzeld) Arasa- 
Fügen wir sechs ähnliche Gleichungen hinzu: 


Azgsı Rıg (8) — Saas; Rıs(8) F Agzsı Rıs(E) + Sıası Res(E) — 1357 Rg4(9) 
+ 4957 Raa($) = Rzı(8) Fiese 


er hear arte, ae Tue Fer: 6 ee Te 


Me A 


Iyyıs Rızl$) — Apaıs Rıs() + Saas Rad) + Sans Ras (ED) - Lyg7 Rad 


und T Fans Rz4(&) = Ris(8) Siaza 


Rz) Rıs(8) — Ryan) Ris(O-+-Razln) Rs HH-R an) Roz(E) —Ays(n) Rya(E) 
+ Ris(n) Rzı(&) = (£m)* Ii9s4; 
. so bekommen wir eine verschwindende Determinante von folgender 
Form, wenn JIyy4,; = (3456) 
| (3456) (2456)...(1256) R;s(£) 
(3457) (2457)... (1257) R,,(8) 
a)‘ 2 ek 1 
(3468) (2468)...(1268) Rgs(&) 
(3478) (2478)...(1278) „R,s(8) 
Ran) Raaln)...Kısln) (Em)* 
Dieselbe Gleichung erhalten wir, wenn wir in dem eben benutz- 
ten Gleichungssystem & mit n vertauschen und dann die 6 ersten 
Gleichungen nach einander mit R,s(&), Rss(8) ... multiplicieren und ad- 


dieren. Durch Vergleichung entsprechender Coefficienten haben wir. 
die Identitäten: | 


(3456) (2456) .. (1356) (1256) 
(3457) (2457)... (1357) (1257) 
(4  Idıgza Ser, = M , NN, , 
(3468) (2468)... (1368) (1268) 
| (3478) (2478)... (1378) (1278) 


(2457) (2357) . (1357) (1257) 
(2458) (2358) . (1358) (1258) 


)  Idraga Isorg dies — M ET . 
(2468) (2368) . (1368) (1268) 
(2478) (2378) . (1378) (1278) 


u ergiebt sich aus speciellen Werten gleich der Einheit. 


Diese Formeln gestatten insgesammt leicht die Verallgemeinerung 
auf höhere Dimensionen. i 


89. 


Die unter $ 3 gegebenen Formeln ermöglichen noch folgende 
Betrachtungen: 


Nach $ 3 (2)’ hatten wir für. n = 3: 


NR 
aan Rz) — bb R;n)+ CCH Rn) = EM’ Rıss(n). 
Kürzen wir ab R,as(n) = dn°, so wird durch Polarenbildung: 
ar Rg,(n) — b? Ras(n)—+ 0 R,s(n) 
—taybycn [a gde)(& ‚inte )— x(ae) (a Entane Dre g (ab)(a in tanb dl 
3 
= () (Em)? On? d;. 
Die Klammergrösse verschwindet identisch, also folgt: 
© 5 GEN 
ap Ran) en Ram) ec? Rn) = (1) (Sm)*d,?0; 
Durch Einführung des Symbols d für & wird 
IR 3 
(1) Dy4 Res(n) — Das Rıs(M) + Da Rıs(n) = ©) Ryasa(n)- 


In $ 6 (1)‘ kommen wir bei Einführung folgender Symbole: 
d für &; Rio für e; d für / und e für g auf d’e Relation: 


31/8 
(2)’ (16) R 233455 Fi, fa Das Dya 
4 Das Ds 


Aehnlich folgt für n=4 aus: 


Jı Da Da 


a gan Ran) — b?bn R,3a7)+ ePcn Rj94(n)—d gdn Riss(n) = ($1)? Ryası(n) 
4 

ag Rom) b£ Rizul m)tef R, lm) —d Ran) = (1) (En)’en?e; 

also: 


(1)” Dis Reza(N)— Dos Rıza(m) + Das Rıza(N) — Das Rıss(N) = 


zur (ja N): 


Aus der Gleichung $ 4 (2)‘ erhalten wir durch zweimalige 
Polarenbildung nach & 


Rıs(n) (ed) (e Pd? 4020, 4,4. + efAP)+... = 2.3. (En) Er)? Ana. 
Berücksichtigen wir $ 5 (1)‘ dazu, so folgt leicht 
Rıslnlled)kefd + cd). “Tr 2 (Sn)*(En)? Aynza- 


Multiplicieren wir diese Identität rechts und links mit a,2, Cudy, 80 
wird nach Einführung des neuen Symbols: 


El 


&7% = Ry9sa(N) 


die neue Relation für biquadratische Formen: 
Rys(m)ledi(e2d2+ 0,248) oydy +... — 2(Em)En)tert. 
Durch Polarenbildung nach n wird: 
Rıs(n) (ed) (e2d2-+e2d2) (e,dn + end)... 
+3 (ed) (e?d,2+ 0,24,2) eydh (ab) a7?bn? (anb, + a,b) +... 
— 2.2(67V(EHEM)? En?+ 2.4 (Em)?Em)? er? &,. 


Diese Gleichung reduciert sich auf: 
Rıs(n) (ed)(e’a? En c,.d; 2)(e ‚In + end) +.. = a, © 4 (&7) 2(&n)? &,° &r 


denn für &= $ verschwindet gleichzeitig das zweite Glied der linken 
und das erste Glied der rechten Seite. 


Eine nochmalige Polarenbildung nach 7 giebt; 
Ryzln)(ed)(e 24,24 0,242)(e.4;-+ 0;4,) 
—+3(ed)(e,?d,’-+ a) (ey dh + 1.n)ab) An2bn? (and;+ a,bn) 4... 
— 2.2.4(EHEMEE) ne, + 2.3. Em) ’Em) Ente 


Auch hier wird das zweite Glied der linken und das erste Glied 
der rechten Seite für &= £ identisch Null, wie sich durch einige 
Umformungen leicht zeigen lässt. So dass also folgt: 


4\ (4 i 
Rıs(n)leikerda rede dt ed) t-- 6 \(2) (Em)*(Em)?en?e ze, 


Durch ierung ı mit (££) auf beiden Seiten der Gleichung folgt: 


4\/4 
Run)lesds— 0249... = (1)(2) Em’interres,H 
und nach Einführung der Symbole e resp. f für & resp. &: 
? 35 Ds6 Ds5 Das Ds; Ds 
(2) Rys(n) Los Ds; Das Ru), Ds; Das + Run) Ds; Dis 
Dıs Die Dı5 Du ug Di 
Hs) | Die Di Ra De De HR) De Du 


= DE R1234,5,6(9). 


—_— 2 — 


Die der Gleichung $ 6 (1)’ entsprechende für binärbiquadratische 
Formen würde nach der soeben für n = 3 angewandten Methode zu 
der Relation führen: 


fı Dzi Dar Dri 


DM 
(5)" GG)G Rss | Ta 2 Ton Hr 
1)\2)\8 f3 Dys Des Dis 


fa Dia Des Dra 


Für n = 3 haben wir systematisch geordnet folgende Gleichun- 
gen Gleichungen: 


3 
(1) () Rosa = Rız Daa— Rıs Dat Res Dıa- 
5 
(1,)' (;) Ryasa56 = Rız Saas — Rıs S2a56 I Ras S1a56 
3 ıfı Daı Dsı 
(2)' 16) R193»455 Fr | Fa Das Ds2 
f3 Das Dss 


3318 | 
(28)' (16) Ft 123545637 =|R Agsez Dre 
I Ian Das 


fı Sassı Irsgı | 
fa Agsca Prs92 | 
f3 Agses Irs93 


3\/3 
(2,)' (6) Rt 935466:789 = 


und für specielle Werte: 


3 
(3) & R193,124 17 A934 FLeP) 


3\/3 i 
(4)' G)G) Rrssı2s1sa = Aıasafı 


3\73 
(5)' G)6) A198912491345234 AB 994- 


Für n = 4 
4 
(5 % R19545 = — Rıss Das + Rıza Das — Rısa Das Rasa Dis 


AN“ Ä 
(1s)" (1) I, 234956078 Kt, 23 Aysorst Iti2sAssers— Rısadzsoret Resadısers 


EN 


INN la DD DE 
(2) ’ ( \( Re > R Ä 35 36 A 25 26 
1/\2 > RDise Das | Dys Da 
Da; Das | | Ds D ESEL) 
| 5 26 | ae 15 16 . 15 16 
ar, Da; Das VER: Se Aage Due SED DE 


eg 
E | 15 16 
mr n Ds; Das 


ri Dzi Da Di 


fo Dia Dis D 
(3)" sl Ad u 
I 2/\3 Pe; f3 Ds3 Dos Dis 


fa Dsa Doa Drä 


Leasıs fı 


Für specielle Werte also 


(4)" ©) Rısssı2s5 — I1a315 Res 

(5)" ol) Itjosp123511215 — LS 19345 Rio 

0% NE ee = init, 
(M)” GO) A 19349123591245,134592345 — A’ 9535- 


Es würden diese letztern Formeln für ein beliebiges n lauten: 


” N N 
1/\o) R12..n,12..(n=1)(n+1),...,1..(n—m)(n—m+2)..(n+1) 


| u Am on... (Hl) Rı..(n—m); 
wenn wir setzen: 
R=1; RR=f 


und in dem Ausdrucke Rı2.n,12.n-1/n+1)..23.(nt1) für R den Buch- 
staben A. 


II. 
Die Normcurven. 
$ 10. 


: Nehmen wirr—=n--1 d.h. ein System von n-+-1 binären For- 
men »ter Ordnung als gegeben an und setzen: 


BEE 


ex; = Fıld) = af 
00 = Fald) = bi" 


(1) Ofm+1 — /m+1($) = 9% 

0Xn = fn(&) => kn 

gXn+1 = fnrıl5) = UN, 
so sind -bekanntlich die z,&2...nanyı die n+-1 homogenen Coordina- 
ten eines mit £ variabeln Punktes im Raume von n Dimensionen Ru). 
Die Gesammtheit aller Punkte & bildet eine rationale Curve nler Ord- 


nung im Raume von n Dimensionen, die sogenannte Normcurve n ter 
Ordnung. 


Es darf dabei natürlich nicht in $2 (r) die Invariante A1a3..(m+ı) 
verschwinden, weil dann zwischen den Coordinaten eine lineare Re- 
lation bestehen würde. 


Die Coordinaten der Tangente an die Curve im Punkte & sind 
proportional den Determinanten: 


2) 2 + 08, 
Xg xt Org 


wofür wir natürlich auch schreiben können: 


| Or, 


Ta Öxg 


ad, 4 
ER 


(2) u 


b, @n ap! Fl, = uR,s(ö)(ön) = WR: (8) 


d. h. die homogenen Liniencoordinaten der Tangenten der Normeurve 


en Grössen Balz), 


nter Ordnung werden gebildet durch die 5) 


Die Coordinaten der Schmiegungsebenen sind proportional: 


1 & +08, 2 409°, 
Tg u a u Ödrg 
| 23 2 + day 254 0°, 


oder 


1) In der Nomenclatur für die Raumgebilde der nten Dimension schliesse 
ich mich der Bezeichnung des Hrn. Veronese an: „Behandlung der projeecti- 
vischen. Verhältnisse der Räume von verschiedenen Dimensionen“ etc. 

Mathematische Annalen 1882 Bd. 19. 


ar 4;Qm an? 
2 2 er ut ya Be Re r 
(3) v b; b;6n by a u7% "er ?—=vRs(ö)En)?=v Rjss(E). 
ce? CzCn Cn® 
ah (aD) n(n — 1) 


1.2.3 Grössen Rjs;(8) sind die homogenen Coordi- 


.öe. 


naten der Schmiegungsebenen der Curve. 
Da überhaupt allgemein: 


m m—1 m} 
A Ar" Am. . a 


u ale VEREEL; 


(m+1) 


n—m n—m n—m 
Q} b; I: 


— Rı2..(my1(&)(En)" 


I 98" "9m gm" 


ist, so sind die Coordinaten der Schmiegungsräume Rm dargestellt durch 


. nR+-1)n(n—1)...(n — 1 
die “. en Da Grössen Rı3...m+1(8). 


Es ist nun nach der letzten Formel des $ 9 gleichgiltig, ob man 
zur Bestimmung der Coordinaten AR, den Schmiegungsraum sich ge-\ 
bildet denkt aus m--1 unendlich nahen Punkten der Curve oder als 
Schnitt von n— m benachbarten Schmiegungsräumen R,„—ı derselben. 


Dass jede Tangente, Schmiegungsebene, u. s. f. durch ihren 
Berührungspunkt, im allgemeinen jeder Schmiegungsraum R„ durch 


(a1)... (n—m) 


seinen Berührungspunkt mit der Curve geht, sagen die (mt)! 


Gleichungen: 
fı R...(m+2) — fa Rıa...(m+2) +: . . (— 1)" +1 /m+2 Rı3...mt1) = 0 
nach $ 2. 


In gleicher Weise ist die geometrische Bedeutung der übrigen 
unter S 2 angeführten Formeln, die die vereinigte Lage der ver- 
schiedenen Schmiegunssräume in dem Berührungspunkte aussprechen, 
evident. 


11. 


Analog der quadratischen Identität zwischen den Plücker’schen 
Strahlencoordinaten im Raume von drei Dimensionen: 


Pı2P34 + P13Pa2 +?ı aPg;, = 0 


treten im Raume von n Dimensionen für die Coordinaten der ver- 
schiedenen Räume entsprechende Identitäten auf, deren Anzahl nach 


hab 90 


den Betrachtungen des $ 2 in jedem Falle zu bestimmen ist. Wir 
werden aber sehen, dass diese Gleichungen nicht alle von einander 
unabhängig sind. 


Wie in der Ebene die Punkt- und Liniencoordinaten, im Raume 
Punkt- und Ebenencoordinaten sich dualistisch entsprechen, finden 
wir im » dimensionalen Raume ein dualistisches Verhalten zwischen 
Punktcoordinaten und Coordinaten des R,-ı, ferner zwischen Linien- 
coordinaten und Coordinaten des R,-2, im allgemeinen zwischen 
Coordinaten des Am und Ru-m-ı. Es tritt dabei ein wesentlicher 
Unterschied auf zwischen geradem und ungeradem n; während sich 
bei ersterm entsprechen die Coordinaten des Rn_| und die Coordi- 


naten des Rn, sind bei n = 2v--1 die Coordinaten des An-1 sich 
5 2 


selbst dualistisch zugeordnet.!) Dieses zeigen die in $ 4 (1) und 
(1)’” fürn =3 und n = 4 abgeleiteten Relationen. 


Gleichzeitig geben uns diese Gleichungen durch den Exponenten 
u des Covariantenfactors (£n)“ die Zahl der R„-Coordinaten, die von 
einander unabhängig sind. Setze ich nämlich für n ein Symbol % ein, 
so werden die auf der linken Seite sich ergebenden R,-Coordinaten 
von der Form ARiı2..(m+1)(k) bestimmt durch die u—-1 Coefficienten 
der binären Form k,“. Es können also nicht mehr als 


u+1= (m+1)n—m)+1 
R,-Coordinaten von einander unabhängig sein. Nun ist ein R,„ durch 
(m-+1) Punkte bestimmt und jeder hängt von » Coordinaten ab, giebt 
also n(m-+-1) Bestimmungsstücke; jeder Punkt kann aus oo” andern 
ausgesucht werden, also bleiben nur 


n(m +1) — m (m +1) = (n— m)(m--1). 


unabhängige. Wegen der Homogenität kommt eine Einheit noch hinzu. 


(n-+-1)n...(n—m-+1) 
(m-+1)! 
n Dimensionen sind also nur (m +1)(n— m) +1 homogene Coordinaten 
von einander unabhängig; die übrigen 
R+ ar mt1 _ (m--1)(n -m) —1 
lassen sich durch die (m +1)(n— m) 1: quadratisch ausdrücken in 
Folge der Identitäten des $ 2. 


Von den Rm-Coordinaten im RBRaume von 


1) Vergl. Clebsch „Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie“, 
Abh. d. R. Ges. d. Wss. zu Göttingen Bd. 17 und Grassmann, Ausdehnungs- 
lehre. 


N 


3.12, 


Die Normcurve dritter Ordnung liegt auf drei Flächen zweiten 
Grades, die sie vollständig bestimmen. Die Gleichungen dieser 
Flächen sind von den Hrn. Lindemann ]. c. p. 128 und d’Ovidio 1. 
c. p. 18 ff. bereits abgeleitet. Ich schlage folgenden Weg ein: 


Nach $ 3 (3)’ ist bei Einführung abkürzender Symbole: 


ap Un — a € aödı> = (En)? Ay9z4- 
Für & werde das Symbol k=%' gesetzt, und es folgt: 


Hieraus bilde ich den der Covariante (%%’)®%,%,' einer binären cubi- 
schen Form entsprechenden Ausdruck. Derselbe wird nach einfacher 
Rechnung, ähnlich der am Anfange des $ 8 angewandten Methode: 


A? (kk')? kylım' —= (ak)’(a'k')’(aa‘)? an an‘ 
— [(ak)3(dR’)3 + (ak’)3(dR)3] (aß)? cn Pn + ..: 


Diese Gleichung bleibt bestehen für jeden beliebigen Wert des 
Symbols % resp. k’. Wenn also 6 und r Symbole neuer Variabeln 
sind, haben wir: 


A2 (or)? (on)(tn) —= as’ar? (au)? a 07 

— (a br’ + arbo)eed)? m +... 
Dadurch, dass ich 6 = r setze, verschwindet die linke Seite und ich 
bekomme, wenn 

Da: be, tn; dere 

eingeführt wird, die Gleichung zweiten Grades: 
fi} ‘ (0) == x (aa)? 0 & — 27 (Ka («B)? Br — Eat 
Ich will jetzt und für die Folge diese Gleichung und ihr ähnliche 
symbolisch bezeichnen, und zwar sei das Symbol der letzten Gleichung: 
(1) A2 (Ich')2 Ink = O. 


Da diese Gleichung zweiten Grades für jedes „ besteht, so re- 
_ präsentirt diese symbolische Gleichung drei linear von einander un- 
abhängige Gleichungen. n1n2&,& als beliebig gegebene Grössen 
angenommen kann ich die drei Gleichungen auch schreiben: 


Ay’ A2 (Ich )2 ey Ten! — 0 


a 
(2)’ Ak" kn k, tk, kn‘) — 0 
(3)' A2(ich')2 RR," — 0. 


Dieses sind die Symbole der oben erwähnten drei Flächen zweiten 
Grades, die die Normcurve dritter Ordnung bestimmen. 


Für n„=4 würde ich Gleichungen zweiten ‘Grades erhalten, 
deren Symbole entsprechend der Covariante (%%k')?%y?%k,'? und der 
Invariante (%%k')* zweiten Grades einer binären biquadratischen Form 
sind: 

(1)” TE 


sammt den Polarenbildunger nach n: 


(2)" A° (Ich) Toylen Ienlg' kg kn‘) = O 

3)" N a en ie 
(4)” A Ich‘)? Toy leg‘ (doc + kg ko‘) = O 

(5)” A? (kk')’ kekr? = 0 


und als 6te Gleichung: 

(6)" A2 (kr) = 0. 

Letztere z. B. würde lauten: 

(6)” 0 = 2? (aa) — 2x, 29 (aß)* + 2x, X; (ay)* — 22, 24 (a0)* 
+ 22,25 (ae) +23? (BP)... 


Bei n=5 würden wir. 10 linear von einander unabhängige 
Gleichungen zweiten Grades haben, deren Symbole entsprechend den 
Invarianten-Bildungen zweiten Grades der binären Form fünfter 
Ordnung, lauten: 


(1)” A2 (Ich)? Key Ten? = 
(2) A2 (Ike' )2 hy? kn "(dem ke + kr kn‘) en 0 
miss. «uf, 


Die drei letzten würden sein von der Form: 


(Bi A? (kk')* kn kn‘ — 0 
(9) A2(ekJ% (Bey lig Rey‘) — 0 
(10)” 22 (key hg! — 0, 


Die Anzahl dieser linear von einander unabhängigen Gleichungen. 
zweiten Grades ist für die binäre Form „ter Ordnung sofort zu be- 


ie 


stimmen, da wir haben für n — 2, Is fürn. 9) 123% für 


-—1 
n=4,3+3=6; u. s. f. also für n, a > ) 


Allgemein haben wir den Satz, dass die Normeurve nter Ordnung 


n(n —1) 
auf 5 3 (n—1) — dimensionalen Flächen F?„—ı zweiten Grades liegt, 


deren Gleichungen linear von einander unabhängig sind. 


Für n = 3 repräsentieren diese Gleichungen bekanntlich zwei 
Kegel und ein Hyperboloid (d’Ovidio pg. 18). 


ea 


Die symbolische Schreibweise hat uns gezeigt, dass die Flächen 
zweiten Grades, auf denen die Normcurve liegt, bestimmten Cova- 
rianten der binären Form, die gleiche Ordnung mit der Normeurve 
hat, entsprechen. Bei der Normcurve dritter Ordnung ist das Sym- 
bol (A%k’)?%y lo’ identisch mit der Covariante der binären cubischen 
Form, welche Clebsch mit A bezeichnet.!) Es wird nun allgemein 
jede Invariantenbildung die Gleichung für eine bestimmte Fläche 
geben. Da wir bei der binären cubis“hen Form nach der Bezeichnung 
von Clebsch!) ausser A = (kk’)?%,y' die beiden Bildungen: 

die Covariante Q = (kk’)2(R"%’) I "Ky und 


die Invariante 7? — (Kk’)2(R"%")2(Kk”)(%'%"”) 
haben, so wird daraus eine Fläche dritten Grades mit dem Symbol 
hy? 3 (Ick')2 (RR) Try"? I) = 02) 
und eine ausgezeichnete Fläche vierten Grades mit dem Symbol: 
(2)’ At (Tele! JE Te") 2 ek" y(1e7”) — O 
folgen. Die Gleichung der letztern Fläche würde beginnen: 
ei) 2 (aa )(@"&"’)2(aa)e’a"") — 42, dx,(00')2(a"B)2aa” (a) ber 


Die Fläche (1)’ kann construiert werden, indem man in einem 
gegebenen Punkt der Curve eine Schmiegungsebene an dieselbe gelegt 
denkt, von jedem Punkte dieser Ebene eine Sehne an die Curve zieht 
und zu dem Punkte der Ebene in Bezug auf die beiden Schnittpunkte 


1) Theorie der binären algebraischen Formen pg. 114 ff. 

2) Dieses Symbol liefert, weil die Gleichungen für jeden Wert von 7 be- 
stehen, 4 linear von einander ‚unabhängige Gleichungen, ähnlich, wie wir es 
im vorigen Paragraphen für das Symbol A%(kk’)?knkn' gefunden haben. 


2:0 


der Sehne mit der Curve den vierten harmonischen Punkt sucht. 
Der geometrische Ort dieser Punkte giebt uns eine Fläche der ver- 
langten Art. Die Fläche (2)‘ ist die von den Tangenten unserer 
Curve gebildete abwickelbare Fläche. 


(Vergl. Meyer |]. ce. p.58 ff., Sturm ]. c. p. 124 ff. und Linde- 
mann ec. n. 13lr 21. Ovidionzer nr 199 


Für »= 4 hat die binäre Form nach Clebsch die Bildungen; 


H = (Ik)? hy? kn * 

T = (kk!)2 (RR) en? kon lm > 
= (Ih‘)% 

7 ==. (Üble )e (dee )elkck )% 


Die Flächen zweiten Grades, deren Symbol: 


A2 (Ile)? Rey? kn > — 0) und 
A2(kh)t — 0 


ist, kennen wir bereits aus dem vorhergehenden Paragraphen. Es 
existieren also noch Flächen, deren Gleichungen durch die Symbole 
gegeben sind: 


(15% 88 (Ic 2” Re") Kon? kenley"® = O und 
(2)” 83 (Kk')2(R’R”)%(kk")? — O | 


Die letzte Gleichung würde somit sein: 


(234 0 = r,? (aa')? (aa’)?(a’a”)? — 3x7 ?89 (aa')*aB)*a'B)2+.. 
Urt, | 


Diese Bildungsweise bestätigt zugleich den von Hrn. Prof. Linde- 
mann 1. c. p. 132 angeführten Satz. Wir erweitern denselben. 


Die Normceurve nter Ordnung liegt auf soviel ausgezeichneten 
Flächen Fn-ı, als die binäre Form nter Ordnung von einander unab- 
hängige Invarianten besitzt. Die Ordnung dieser Flächen ist gleich dem 
Grade der entsprechenden Imvarianten, also gleich dem Exponenten, 
zu dem der Factor A des Symbols erhoben ist. Ausserdem liefern uns 
die Covarianten der binären Form nter Ordnung je eine Anzahl linear 
von einander unabhängiger Flächengleichungen, deren Ordnung ebenfalls 
gleich dem Grade der Covarianten ist. Die geometrische Bedeutung 
dieser Flächen geht aus den Beziehungen der Invarianten und Covarian- 
ten zu der ursprünglichen Form hervor. 


ee 


s 14. 


Dualistisch zugeordnet erhalten wir die linear von einander un- 


Zub : : I 
abhängigen Gleichungen der m 5 Flächen zweiter Klasse und 


allgemein die den Invarianten-Bildungen der binären Form „ter Ord- 
nung entsprechenden Flächen, welche von den sämmtlichen Schmiegungs- 
räumen A,„-ı der Curve berührt werden, wenn wir die Symbole bei- 
behalten, uns aber in den Gleichungen bei den Coeffieienten die griechi- 
schen Buchstaben mit den lateinischen vertauscht denken und! für die 
Variabeln x die Coordinaten der R„-ı einsetzen. Wie durch jene 
Gleichungen die abwickelbaren Flächen in Punktcoordinaten bestimmt 
wurden, so werden hier die Gleichungen der Normcurve in Au-ı 
Coordinaten gegeben u. Ss. w. | 


Die Klasse dieser Gleichungen ist jedesmal gleich dem Grade 
der Invarianten resp. Covarianten. 


$ 15. 


Gelien wir über zu den Liniencoordinaten R,s>(£), so wissen wir 
‚bereits für » = 3, dass im Raume von drei Dimensionen die Ge- 
sammtheit der Geraden, die die Normcurve dritter Ordnung berühren, 
einem linearen Complexe angehören. Der Complex ist der in $ 5 
(1)’ gegebene. 


Eutsprechendes gilt für die Geraden, die die Normeurve nter Ord- 
nung im Raume von n Dimensionen berühren. Dieselben gehören 


(n— 1)(n — 2) 


1.2 linear von einander unabhängigen linearen Gleichungen 


(Complexen) an.!) 


Die Form dieser Complexe ist für n = 3, 4, 5 in $5 angegeben. 
Es entsprechen dieselben in eigentümlicher Weise den $ 12 abgelei- 
teten quadratischen Gleichungen. 


Aus der Gleichung $ 3 (4)": 
ar“ (ak)* un (BR) + cr“ (yk)*— de“ (ÖK)* + er‘ (e1:)* = het A 
folgt für die simultane Covariante (k)® kr, b, 


A (Kl)3 kl, — (aß)? ar, Br [(ak)*(81)* — (al)* (bR)'] +... 


ı) Ich will für die Folge jede Gleichung zwischen Rm Coordinaten für 
m—1bis m=n—2 mit dem Namen Complexe belegen. 


/ 


BR NER 


Führen wir für % resp. Z die variabeln Symbole 6 resp. r ein, 
so wird nach der Division durch (or) auf beiden Seiten: 
A?(or)?(on)(tn) = (af)? a, Pr (ab) ao’ br? ao” br? arbo 

+ a0bra7?bo° + ardor]| +... 


o=r=- £ giebt uns den bereits aus 5 bekannten Complex: 
(1)" 0 = (aß)? 0, Py RislE) — (ey) an m Kıs (4: -- 


Dieser Complex hat also ein Symbol das identisch ist mit dem 
der quadratischen Gleichung $ 12 fürn =3. 


Analog entsprechen die Symbole der linearen Complexe der 
Liniencoordinaten für n=5 den $ 12 für n = 4 abgeleiteten qua- 
dratischen Relationen u. s. f. 


Der lineare Complex für n = 3 entspricht dem Normkegelschnitt. 


s 16. 


Wegen der dualistischen Verwandschaft, die durch die Gleichun- 
gen $ 4 (1)‘(1)" z.B. für a=3 und n=4 bedingt ist, sind den 
Tangenten der Normcurve nter Ordnung die Schmiegungsräume R,-2 

1 
zugeordnet, und zwar bestehen zwischen den ee 


(n—1)(n —2) 
142 


R,„—2- Coordina- 


ten linear von einander unabhängige lineare Gleichungen 


(Complexe). Dieselben sind für niedrige n bereits in $ 5 angedeutet. 


Dass es ähnliche lineare Complexe für die höhern Schmiegungs- 
räume giebt, ist klar. Doch ist es bereits mit einigen Schwierig- 
keiten in der Rechnung verknüpft auch nur für n=5 die den R,- 
Coordinaten zugehörigen von einander unabhängigen linearen Com. 
plexe aufzustellen. 


Die Covariante AP (Kk')(K”R') Ay kn) = 0 der binären Form 3ter 
Ordnung $ 13 (1)’ z. B. würde ein Symbol für die linearen Complexe 
der R,-Coordinaten, die für n = 5 einander zugeordnet sind, ergeben. 


Die etwas umständliche aber leichte Rechnung würde aus dem 
Symbol zu einer linearen Gleichung führen, deren erstes Glied bei 
abkürzender Bezeichnungsweise Rgz455(7) = &r? u. 8. f. sein wird: 


(1)" _ (aß)lay)(Br) [eB)Py) &n nt (eß)*ey) Pr yn? + (ey)ep) Yu Bm? 
+ (ey)(yB) &n Br? + (By)?(ye) a7? Br + (Ey)’lPe) yn@n?] Rızs(d +... = 0 


BR ER 


\ 


Fürn=6 würde für die R,-Coordinaten eine besonders ein- 
fache Gestalt unter diesen Complexen derjenige annehmen, der dem 
Symbol $ 13 (2)” 


(1)7V A3(fk')2(R’%”)2(Rk")? —= 0 
entspricht. Der Complex würde beginnen mit dem Gliede: 
1135 (BABY) Kay)’Ryss(d)-... = 
Die Unübersichtlichkeit der Invariantenbildungen lassen die An- 
führung weiterer Gleichungen dieser Art besonders für ein höheres 
n unpraktisch erscheinen. 
S 17. 


_ Führe ich in Formel S 4A (1) für n das Symbol k ein und 
schreibe A,s(k) = Ps u. 8. f., so ist für n=3: 


(1) Pı2(ed) 3 a £&—Pıs(bd) bd} "+ Ppıa(be) b£ ec +Paslad) a; > 2; ; 
— Pa4(ac) ac, Hp) a; °b: A =kr4. 
Es leuchtet ein, dass wir hier bestimmte Gleichungen zwischen 


den Liniencoordinaten erhalten, deren Symbole den Invarianten und 
Covarianten der binären biquadratischen Form %,* entsprechen. 


5 
(2)‘ A? (del’ )2 kn® kn? == 1) 
giebt eine quadratische Gleichung von der Form: 
(2) 0: = 12° (cd)(e’d')? Cr dı end a 2p12Pı3 (cd) (bd’)?c, dı bn dy—+ ... 


die eigentlich 5 linear von einander uneblAngie® Gleichungen reprä- 
sentiert. (Vergl. $ 13 (1)‘.) 


Das Symbol: 
(3)‘ A2 (KK) = 0 


die quadratische Gleichung: 
(3)‘ 0 = P19?(ed)’(c’d‘)? — 2pı2Pı3 (cA)’BA)’+.:. 


Dieselbe reduciert sich, wie sich leicht beweisen lässt, auf das Quadrat 
des linearen Complexes $ 6 (1)‘. (Vergl. d’Ovidio p. 67.) 


Das Symbol: | 
(4)' AB (Kk')2 (Ik’)2(R’%)? = 0 
liefert eine cubische Gleichung zwischen den Liniencoordinaten. 


Die geometrische Bedeutung dieser Gleichungen, die aus den 
Beziehungen der Invarianten und Covarianten zu der Form selbst 


BETT ee 


folgt, ist sehr ausführlich für „ = 3 gezeigt bei d’Ovidio pg. 18 ft. 
und pg. 67 ff. und ebenso bei Sturm pg. 135 ff. und Meyer pg. 58 ft. 


Bei d’Ovidio und Meyer findet sich zugleich der Nachweis, dass 
die der Discriminante der binären biquadratischen Form entsprechende 
Gleichung 6ten Grades das Product aus den Gleichungen der Norm- 
curve und der abwickelbaren Fläche in Liniencoordinaten ist. In 
Folge des linearen Oomplexes $ 6 (1)' werden beide Factoren dieses 
Productes einander gleich. (Vergl. Lindemann |]. c. pg. 13i.) 


Der allgemeine Satz, der auch die höhern Dimensionen ein- 
schliesst, wird lauten: 


Die Raumelemente Rm, welche die Normeurve nter Ordnung be- 
rühren, gehören gewissen Flächen (Complexen) von höherer Ordnung als 
der ersten an, deren Anzahl gleich der Zahl der Invarianten und Co- 
varianten der binären Form (m-+-1)(n -— m) ter Ordnung ist, und zwar 
sind diejenigen Flächen (Complexe) ausgezeichnet. welche den Invarianten 
der Form entsprechen. Die Ordnung dieser Flächen ist gleich dem 
Grade der Invarianten oder Covarianten, die als Symbol dienen. 


Es wird jedoch für m zwischen 1 und n -2 öfters eintreten, 
dass einige dieser Complexe in Folge der linearen Complexe des $ = 
und $ 16 in einfachere Gebilde zerfallen. 


$ 18. 


Die Ueberführung unserer durch die symbolische Bezeichnung 
abgeleiteten allgemeinern Formeln’in die sogenannte canonische Form, 
deren sich die Hrn. Sturm, Meyer und Schlesinger a. a. O. bedienen, 
geschieht, indem man z. B. bei » = 3 folgende Coordinatentransfor- 
mation anwendet: 


2 — Pr? + &5 Yu? — a = (ME) Arosa = %ı 
2 00r ae Peter Pr &0n”Ör — (mö)’(E5)Aıasa = Ya 
(1)‘ 2 — woßß 5 a sync ? — 2g0ndr” = Fa (NEIEH)Arazı = 48 
a — hr Hazre — 2407? — (Ayo — Ya 
(Vergl. Lindemann ]. c. pg. 128.) 


Die Transformation der Liniencoordinaten wird dann gegeben 
durch: 


Pı2lcd) erdn—pız(bd) Id? +... = (MS) Arosa — Qı2 
(2)' Pız(ed) End (e,dn + end.) ne Eh 2 (ns)3(85) 41234 _ 4ı3 


ER PR 


(2)'- Pısled)(en’d + eyednd.— e,’dn + Be MnSalse) Saas == 914 
Pız(ed) ene.dyd.-r. .. = (ME)’(EE) > Ayası = das 
Pı3(cd) c.d, (ey a) He 2n En 1 
Pı2(ed) ed.” — p13(bd) br -r. T (E5)tA 234 984: 


Die Gleichung des linearen Complexes $ 6 (1)’ in der canonischen 
Form ist: 


8) Yıa — 3923 


eine Gleichung, die mit unserer Complexgleichung übereinstimmt. 
(Vergl. Sturm 1. c. pg. 132, Meyer I. c. pg. 66.) 


Ur 


Die Darstellung der binären Formen auf den Normcurven. 


$ 19. 


Die im ersten Abschnitte für n=3 resp. n = 4 aufgestellten 
Formeln $ 3 (3)‘ resp. (4)” und $ 4 (1)’ resp. (1)”, die zugleich das 
vorhandensein ganz analoger Formeln für jedes » erkennen lassen, 
bilden den Ausgangspunkt für die Construction der Punkte einer 
binären Form auf den im zweiten Abschnitte studierten Normcurven. 


Setze ich in den Formeln $ 3 (3)' für n die Symbole % ein, so 
folgt für > a Rg34(N) US RB 


Azak = (ka)?ar — (Be (ky)Pog — (10)? 
und | 
(1)’ APkg’P — [(ka')?ar” — (kB)? be? -- (kyiPeg? = Id" )?dz ®] 


Da [(ke")Yaz'? _ (kB’)be + (ky)’eg ® — (20 )2dz 3] 
RX [ke 3a 3 — (RB) PH (ky De — (KO M))Fa, RR]. 
Substituieren wir gemäss $ 10, so wird: 
(2° Arm — 9 — [ke Pay — (RBPrg + (ey)? a, — (ki?) 
x [Re a, -- (RB) x, + (ky")3 3 — (Kö)? x] 
x [ba ma, — (kB) zz + (ky Pd, — (köW)> eg] 


wo das Symbol %# bestimmt wird durch: 


ea ii. zu 


%r = (ka)’x, — (kP)’ xy + (ky)’& — (hd)? x;. 


Die Fläche %P = schneidet die cubische Normeurve in den der 
binären Form he?P = (0 entsprechenden 3p Punkten. Die Fläche 


muss vor den unendlich vielen andern Flächen gleicher Ordnung, die 
ebenfalls durch die 3» Punkte %,?? = O0 hindurchgehen, ausgezeichnet 


und in bestimmter und eindeutiger Weise der binären Form her zu- 


geordnet sein. Die Art der Zuordnung ist gegeben durch folgenden 
Satz (Lindemann ]. c. pg. 134, Schlesinger 1. c. pg. 556): 


Die Fläche %.P = Ö ist apolar (conjugiert) zu allen klächen p ter 
Klasse, welche der developpabeln Fläche unserer Normceurve driter 
Ordnung einbeschrieben werden können. 


| Diese Bedingung und die Eigenschaft, dass die Fläche x,P durch 
3p Punkte der Normeurve geht, bestimmen die Fläche vollständig. 


Die Normcurve als Träger des binären Gebietes auffassend kann 
man den Punktsystemen des binären Gebietes entsprechende Punkt-. 
systeme auf der Normcurve construieren. 


Für p=1 z. B. würden, wenn die Ebene »&?=0 eine der 
unter $ 14 betrachteten ausgezeichneten Flächen berührt d. h. wenn 
die entsprechende Invariante der Form ke? — () verschwindet, die 


drei Schnittpunkte der Ebene mit der Normcurve specielle Lagen 
annehmen. Die den Covarianten der Form he? entsprechenden Punkte 


können auf der Normcurve construiert werden mit Hilfe der nach 
den Covariantensymbolen gebildeten Flächen $ 13. 


Besondere Fälle dieser Art sind in den erwähnten Abhandlungen. 
der Hrn. Meyer, d’Ovidio, Sturm, und für ein höheres » von Hrn. 
Lindemann hinreichend erörtert. 


Die von Hrn. Prof. Lindemann 1. c. gegebenen Ausführungen 
tragen gleichzeitig den Character der Allgemeinheit, indem sie sofort 
die analogen Betrachtungen für die ‚höhern Normcurven übersehen 
lassen. Ä 


8%. 


Die Gleichung $ 4 (1)’ wird, wenn ich für n das Symbol % ein- 
führe: | 


(1)' Rys(£) Rz4(k) eo R,;(8) Ry34(k) + Rs) Rty;(k) 1: Rg;(£) R,a(k) 
— Rgg(&) Ris(k) + Raa(E) Rıglk) = ke Auagı- 


Er 


Dieser Ausdruck gleich Null gesetzt ist die Gleichung eines linearen 
Complexes, also geometrisch. 


Die vier Punkte einer binären biquadratischen Form werden dar- 
gestellt durch vier entspreehende Punkte auf der cubischen Normeurve, 
die bestimmt sind durch vier Tangenten, die dem obigen Complex an- 
gehören. 


Die vier Tangenten treffen eine Gerade, deren Coordinaten sind 
Ris(k), Rıs(k) u. s. f. Nach dem bekannten Satze aber, dass vier 
gerade Linien im Raume zwei Treffgerade haben, gehen diese vier 
Tangenten noch durch eine zweite gerade Linie. Es ist diese zweite 
conjugiert zu der ersten in Bezug auf den linearen Complex $6 (1)‘ 
und gehört zu dem eben abgeleiteten Complexe. Wir finden die 
Coordinaten dieser zweiten Geraden nach der von Sturm 1. c. pg. 138 
gegebenen Methode. Aus den Formeln daselbst ergiebt sich, dass 
wenn die Gerade R;,s(k) R,s(k) u. s. f. dem Nullcomplexe $ 6 (1)‘ 
angehört, die beiden Treffgeraden zusammenfallen. Es ist alsdann 
der eben abgeleitete Complex ein specieller und in Folge des $ 17 
(3)’ stehen die vier Tangenten in aequianharmonischem Verhältnisse. 
(Vergl. Meyer pg. 112, Sturm pg. 134.) 


Die vier Punkte von %,T = O0 nehmen auf der Normeurve be- 


sondere Lagen an, wenn die Treffgerade R,>(k), Rs(k) u. s. f. zu 
den ausgezeichneten Complexen des $ 17 gehört. Wir sehen eben, 
dass die vier Punkte aequianharmonisch liegen, wenn die Treffgerade 
dem linearen Complex $ 6 (1)’, in den die quadratische Gleichung 
s 17 (3) zerfällt, angehört. Gehört die Gerade zu dem Complexe 
$ 17 (4)‘ so stehen die vier Punkte in harmonischem Verhältnisse. 
Ebenso wird die Construction der Punkte der Covarianten von kr 


vermittelt durch die nach den Covariantensymbolen von he“ gebilde- 
ten Complexe. 


Die Sätze, die sich hieran anschliessen, sind ausführlich behan- 
delt in den Abhandlungen der Hrn. Sturm, d’Ovidio und Meyer. 


Der obige Complex ist unter allen linearen Complexen, die vier 
feste Tangenten der cubischen Normcurve enthalten, dadurch aus- 
gezeichnet, dass er in Bezug auf das Nullsystem $ 6 (1)’ zu sich 
selber conjugiert ist. (Meyer pg. 112.) 


$ 21. 


Führe ich für die Liniencoordinaten R,,(&) u. s. f. die gebräuch- 
liche Schreibweise gj> u. s. f. ein, und setze R,,(k) = Us u. 8. f., 
so erhalte ich ähnlich wie in $ 19 (2)’ 


(1)‘ AP kei = (Zr grs)P 


d. h. die Ap Punkte einer binären Form Apter Ordnung werden dar - 
R ] g 

gestellt durch die Ap Punkte der cubischen Normeurve, in denen dieselbe 

berührt wird von 4p Geraden, die dem Complexe pten Grades: 


(Zlrgrs)? = O 


angehören. 


Dieser Complex pten Grades ist in bestimmter Weise der binären 


Form I? == () zugeordnet, wie die Fläche #,? = O0 zu der binären 


Form kr 0 in 19. 


Es ist, wie sich leicht nach der von Hrn. Lindemann |. c. pg. 134 
gegebenen Methode beweisen lässt, der Complex pten Grades: 


(Zins)? = 
conjugiert (apolar) zu allen Complexen pten Grades, welche die Tan- 
genten nnserer Normeurve driter Ordnung enthalten. 


Die Gleichung: 
a? hr — (Zhkgrs)? = O 


zeigt zugleich, dass sich die Construction der 4mten Polare des 
Punktes n in Bezug auf die Form k,— 0 leicht ausführen lässt, 
indem man die mte Polare derjenigen Geraden bildet, welche der 
Tangente von n in Bezug auf den Oomplex: 
(Zlrgrs)P — a 
entspricht. 
Jeder Invariante und Covariante der binären Formen h; 3? und k; ap 


entspricht eine bestimmte Bildung im quaternären Gebiete, aus in 
sich gewisse geometrische Beziehungen ergeben. 


$ 22. 


Berücksichtigen wir das Princip der Dualität, wie es die Formeln 
$ 3 (3)’(4)” und $ 4 (2)’(4)” zeigen und zugleich den Vorzug unserer 
symbolischen Bezeichnungsweise, die die Verallgemeinerung auf höhere 
Dimensionen leicht gestattet, so kommen wir u folgenden Resultaten: 


Auf der Normeurve nter Ordnung, die wir als Träger des binären 
Gebietes ansehen dürfen, lassen sich direet darstellen die np Punkte einer 
binären Form her —=0, indem wir die Normeurve zum Schnitte bringen 


mit einer der Form k"? in bestimmter Weise entsprechenden (n —1)— di- 


Er 1, Vase 
mensionalen Ftäche pter Ordnung FP„n—ı. Dualistisch wird eine binäre 
’ 
Form ke? —= 0 auch repräsentiert durch die np Schmiegungsräume Ry-ı 


ihrer np Nullpunkte. 


Die binäre Form kur = Ö wird dargestellt auf der Normeurve 
nter Ordnung durch 2(n—1)p Punkte, in denen die Normeurve be- 
rührt wird von 2(n—1)p Geraden, die einem Complexe pten Grades, 
der in bestimmter Weise der binären Form zugeordnet ist, angehören. 
Natürlich kann man auch die 2(r—1)p Geraden als Repräsentanten 
der binären Form keep — 0 ansehen. 


Dualistisch entsprechen den 2(n—1)p Geraden 2(n—1)p Schmie- 
gungsräume In--2, die also gleichfalls - die binäre Form ken —Up —=0) 


repräsentieren. 


Allgemein folgt somit, dass auf einer Normeurve nter Ordnung 
die binäre Form (m-+-1)(n— m) pter Ordnung für m Zn direct dar- 
gestellt wird durch (m-+-1)(n—m)p Punkte, in denen die Normeurve 
von (m-+1)(n — m)p Schmiegungsräumen Rn, oder dualistisch von 
(m + 1)(n —m)p Schmiegungsräume Ru—m-—ı berührt wird, die einem 
bestimmten Complexe pten Grades, der in bestimmter Weise der binären 
Form helm )a=m)p = U) zugeordnet ist, angehören. 


Man kann aber auch die (m+1)(n—m)p Rn resp. Ru-m-ı als 
Repräsentanten der Form ee — 0 betrachten. 


Durch diese Darstellung der binären Formen vermittelst der 
Raumelemente des Raumes von » Dimensionen ist zugleich eine Ver- 
bindung hergestellt zwischen den Normcurven verschiedener Ordnung. 


So wird die Form keinZip dargestellt durch die 2(r — 1)p Ge- 


raden, die die Normcurve »ter Ordnung im Raume von rn Dimensio- 
nen berühren und einem Complexe angehören, zugleich aber auch 
für v <n durch 2(n—1)p Gerade, die die Normceurve n—vter 
Ordnung im Raume von n—v Dimensionen berühren, wenn es eine 
ganze Zahl q giebt, so dass (n—1)p = (n—v — 1)g ist. 


Ein gleiches gilt für die übrigen Raumelemente. 


$ 23. 


Nach $ 3 (1) würden wir für n = 1 die bekannte Gleichung er- 


halten: 
ae bn — ba, = (En)(ab). 


Setzen wir hierin für das Symbol n das von % ein, so wird 


Wa 
dr (kb) — b; (ka) = u: (ab) 
und es vermittelt die symbolische Gleichung: 


kırP (ab)P = [& (1b) —-%9 (Ra‘) ] x 
[a (kb") — za (a”)] X 


BUBEN a re ie 


[x, (kb\P)) — x, (ka) ]. 


die lineare Transformation einer gegebenen binären Form in eine 
andere derselben Ordnung. 


Elbing, im October 1885. 


BERN 


Thesen. 


N 


Der Zusammenhang der binären Formen mit den ternären, qua- 
ternären und höhern Formen zeigt sich übersichtlicher und allgemeiner 
bei Anwendung symbolischer Bezeichnung der binären Formen gegen- 
über der von den Herren Meyer und Sturm gegebenen sogenannter 


canonischer Formen. 


II. 


Bei dem Anfangsunterricht in der elementaren Geometrie sind die 


indirecten Beweise möglichst zu vermeiden. 


WER, 


Verfasser dieser Abhandlung, Oscar Mey, ist geboren am 1. Mai 
1858 in Borken im Kreise Pr. Eylau. Er besuchte nach dem frühen 
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und später das Gymnasium zu Bartenstein, das er zu Ostern 1880 


mit dem Zeugnis der Reife verliess. 


#r 


Neun Semester studierte er in Königsberg Mathematik und Physik, 
-bestand Ostern 1885 das Staatsexamen und nach Absolvierung‘ des 
Probejahres am Gymnasium in Elbing den 8. März 1886 das Examen 
rigorosum. Ein längerer Aufenthalt Studien halber in Frankreich ver- 
zögerte den Druck vorliegender Dissertation. 

Während seiner Studienzeit hörte er die Vorlesungen folgender 
Herren Professoren und Docenten: | 
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